A Iy
lrl SECRETARIA DE EDUCACION MUNICIPIO DE MEDELLIN I
S """'".”"v" a

INSTITUCION EDUCATIVA YERMO Y PARRES iiirior

Resolucién 16322 del 27 de noviembre de 2002 Nit 811018723-8 DL

UNIDAD DIDACTICA DE MATEMATICAS - GRADO 11°
TEMA: FUNCIONES

Conocimientos previos:

Conjuntos numéricos, numeros reales y la recta real, desigualdades, intervalos,
inecuaciones, valor absoluto, solucidn de ecuaciones lineales y cuadraticas, factorizacion,
funcién, dominio, rango, representacion grafica en el plano cartesiano.

Seran trabajados en un tiempo de 9 semanas. Trabajados asi: Temas
seran trabajados por sesiones, una sesion con un tiempo de 5 horas por
semana.

https://tecevolucion.files.wordpress.com/2018/01/matematicas-11c2ba-vamos-a-aprender.pdf

Usaremos ese libro para resolver los talleres y revisar la teoria. Son los
mismos que estan en la institucion.

Algunos ejemplos fueron tomados de la siguiente pagina, en ella
encontraras mas ejemplos y temas para complementar.

http://calculo.cc/temas/temas bachillerato/primero ciencias sociales/funciones/ind funciones.html

OBJETIVOS:

Reconocer la importancia del concepto de funcién dentro de la matematica y su utilizacién
para modelar situaciones de la vida diaria.

Analizar las relaciones y propiedades entre las expresiones algebraicas de las graficas de
algunas funciones.

Reconocer las propiedades de diferentes tipos de funciones

Realizar operaciones entre funciones y construir graficas.

CONTENIDOS DE APRENDIZAJE:

Se tiene en cuenta los temas trabajados en el primer periodo que son aplicados en todos
los temas de esta unidad, también los temas de anos anteriores como son: factorizacion,
operaciones entre los nimeros reales como suma, diferencia, multiplicacién, divisidn,
potenciacion y radicacion.

Para tener una comprension de los temas se desarrollaran las explicaciones pertinentes y
se apoyara en talleres para una ejercitacion de las tematicas. Se complementan con videos
los cuales seran una manera de complementar las explicaciones.

La actitud frente al trabajo en clase sera tenidos presentes al momento de evaluar la
asignatura. Mostrar responsabilidad y respeto. Colaborar entre los compafieros que



https://tecevolucion.files.wordpress.com/2018/01/matematicas-11c2ba-vamos-a-aprender.pdf
http://calculo.cc/temas/temas_bachillerato/primero_ciencias_sociales/funciones/ind_funciones.html
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presentes dificultades y preguntar en las clases para aclarar dudas y que sirva de apoyo
para todo el grupo.

Actuar de manera honesta en la presentacion de trabajos y evaluaciones.

Entregaran los ejercicios que sean asignados, los demds seran de ejercitacion.

, [ Polinémicas: f(x) = 3x3 - x% +2x-
4x + 3
Algebraicas + Racionales: f(x) = 3;
X -
Irracionales: f(x)=+vx>+9
Funciones < . ] x
Exponenciales: [(x)=3
Transcendentes { Logaritmicas: f(x) = logs X
Trigonométricas: f(x) = sen 2x
A trozos f(x)= ‘x‘
LAS FUNCIONES REALES:

(seccion:1y 2- 5 horas semanales, total 10 horas)

. Qué es una Funcion?
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En casi todo fendmeno fisico se observa que una cantidad depende de otra. Por gjem-
plo, 1a estatura depende de Ia edad, la temperatura depende de la fecha, el costo de enviar
por correo un paquete depende de su peso (véase figura 1). Se usa el término funcidn
para describir esta dependencia de una cantidad sobre otra. Es decir, se expreza lo si-
guiente:

= Lg altura es una funcidn de la edad.

® Latemperatura es una funcion de la fecha.

®  El costo de enviar por correo un paguete es una funcion del peso.

La Oficina Postal de Estados Unidos emplea una regla simple para determinar el costo

de enviar un paguete con base en su peso. Pero no es ficil descnbir la regla que rela-
ciona el peso con la edad o la temperatura con la fecha.

“F
7 &0 - | w fonzas) | Frongueo (délares)
3 ol A\ A A J dew | 037
Eglalura vy ' l<w 2 060
{en pies) 3 w3 e 2<k 3 053
2 0 Calumbia, MO, abril de 1958 1 Jaw 4 106
1 b | ] ] J d=w 3 1.29
[ 0 15 W 25 o[ s 1 15 30 35 30 Fecha Jen: % 25
Edad {en afos)
La estatura es una funcidn de la edad. La temperatura es una funcidn El frangues es una funcidn del peso.
ura 1 de Ia fecha.
i Puede pensar en otras funciones? Aqui hay algunos ejemplos:
= Elirea de un circulo es una funcidn de su radio.
= El nimero de bacterias en un cultivo es una funcion del empo.
= El peso de un astronauts es una funcidn de su elevacion.
® El precio de un articulo es una funcidn de la demanda de ese articulo.
Definicion de funcion
Anies se emplearon letras para repre- Una funcion es una regla. Para hablar acerca de una funcion, se requiere asignarle un
. o A i s& hace nloe v = 4 A
sentar mimeros. Aqul se hace algo muy  pombre. Se empleardn letras como f, g, b, . . . para representar funciones, Por ejem-

diferente. Se emplean letras para repre- -
ER T . & Pl ety PR AR plp, se puede usar la letra f para representar una regla como sigue:
SeNLUE FEgius.

e es laregla “cuadrado del mimero™

Cuando se escribe f{2), se entiende “aplicar laregla f al nimero 27. Al aplicar la re-
gla se obtiene f{2) = 2° = 4. De manera similar, f(3) = 3¥ =9, f(4) = 4* = 16,
y en general fx) = 1.

Definicion de funcion

Una funcién f es una regla que asigna a cada elemento x en un conjunto A
exactamente un elemento, llamado f{x}. en un conjunto B.
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Ejemplo1 La funcidon cuadratica
La funcién cuadritica asigna a cada nimero real x su cuadrado x*. Se define por
flz) ==
a) Evaluar f(3), fi—2) v f(V53).
b) Hallar el dominio v el rango de f.

i el Sitacieann Lf'. 2 2 c) Trazar el diagrama de miquina para f.

entrada salida Solucion
{ 1 a) Los valores de f se hallan al sustitwir x en fix) =
3 —= cuadradd =—-s 0 2 e 25 i
- g H3)=3=9 (=2)={(-2)"=4 flvs)=[V5)-=35
— ) ominio de fes el conjunto B de todos los ndmeros reales. El rango de
= . b) El dominio de f es el conj R de todos los ni les. El rango d
-2 — % ctadrado 72— 4 f consiste en los valores de f(x), es decir, los nimeros de la forma x”. Puesto
que x* = () para todos los nimeros reales x, se puede ver que el rango de f es
Figura 5 {v|¥=0}= [0, 00).
Diagrama de mdquina c) En la figura 5 se muestra un diagrama de magquina para esta funcidn. ]

Ejemplo2 Evaluacion de una funcion
Sea f(x) = 3x* + x — 5. Evalde cada valor de funcidn.

a) f(~2) b) f(0) e) f(4) d) f(3)

Solucion Para evaluar f en un niimero, se sustituye x por el mimero en la defini-
cion de f.

a) f(~2) = 3:(-2)* +(-2) -5 =5
by f(0)=3-0P+0 —5=—5
c) f(4) =3-4"+4 —5=47

@ () =3-(F +L-5= 8 .
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Ejemplo3 Una funcion definida por partes

Un teléfono celular cuesta $39 al mes. El plan incluye 400 minutos gratis ¥ cada
minuie adicional de uso cuesta 20¢. El costo mensual es una funcidn de la cantidad
de minutos empleados, v se expresa como
39 sifl = x = 400
Cix) = ;
30 + 0.2{x — 400) six > 400

Determine C{ 100Y, C(400) y C480).

Solucion Recucrde que una funcién es una regla. A continuacidn se explica
como aplicar la regla para esta funcion, Primero, se considera el valor de la entrada
1. 510 = x = 400, entonces ¢l valor de C{x) es 39. Por otro lado, si x = 400, en-
tonces el valor de Clx) es 39 + 0.2(x — 400).

Puesto que 1) = 400, se tiene C(100) = 39
Puesto que 400 = 400, se tiene C1400) = 39
Puesto que 480 = 400, se tene C(480) = 39 + 0.2(480 — 400} = 55.

Por lo tanto, el plan carga $39 por 100 minutos, 539 por 400 minutos y 555 por 480
minutos. m

Dominio de una funcion

Recuerde que el dominio de una funcién es el conjunto de las entradas para la fun-
cion. El dominio de una funcion se puede expresar de forma explicita. Por ejemplo,
s1 se escribe

fix)=x, 0=x=5
entonces el dominio es el conjunto de los nimeros reales para los cuales 0 = x = 5.
51 la funcion estd dada por una expresion algebraica y el dominio no se enuncia de

Los dominios de las expresiones manera explicita, enmtonces por convencion el dominie de la funcion es el dominio

algebraicas se describen en la de la expresicn algebraica —es decir, el conjunto de los mimeros reales para los gue

pilgina 35. la expresion se define como un niimero real. Por ejemplo, considere las funciones
) = — glx) = V&

La funcion f no estd definida en x = 4, asi que su dominio es {x | x ¥ 4}. La funcién
g no estd definida para x negativa, asi que su dominio es {x | x # 0}.
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Ejemplo 6 Determinacion de dominios de funciones

Halle el dominio de cada funcion..

1 e a : t
a) flx) = —= b} g{x) = V9 —x’ c) ki) = —=
jJr:] ¥y f':} { V.}T-I-
Solucion
a) La funcidn no esti definida cuando el denominador es (. Puesto gque
1 1

flx) = @ —x ¥ xx— 1}

se puede observar que f{x) no estd definida cuando x = Do x = 1. Asl, el do-
minio de fes
x| x+0,x+# 1}

El dominio se puede escribir en notacion de intervalo como
(oo, D) U (D, 1) U (1, o0)

b) No se puede sacar la raiz cuadrada de una cantidad negativa, asi que se debe
tener 9 — x* = 0. Con los métodos de la seccidn 1.7, se puede resolver esta
designaldad para hallar que —3 = x = 3. Asi, el dominio de g es

x| 3=x=3}=[-3, 3]

¢) No se puede sacar la raiz cusdrada de un ndmero negativo, y tampoco se puede
dividir entre cero, asi gue se debe tener ¢+ + 1 = 0, es decir, r > — 1. Por lo
tanto, el dominio de /i es

{t|t>—1} = (=1, 00) .

Cuatro formas de representar una funcion

504 .

Fuesie: Calf Depto. de Mmes v Geologla

Verbal Algebraica
Con palabras: Por medio de una formula:
Pi{r) es la “poblacion del mundo en el instante 1™ Alr) = =r*
Relacion de la poblacion Py el tiempo ¢ Area de un circulo
Visual Numérica
Por medio de una griafica; Por medio de una tabla de valores:
if "
o 1 w(onzas) Clw) (dolares)
10 d=w=1 0.37
1l <=2 060
1 2<w=3 0.83
I w=4 1.06
N 4<w=3

1.29

Aceleracion vertical durante un lerremoto Costo de enviar una carta por correo de primera clase
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Taller N°1: Funciones

.n_ﬂx] ==
1. Sume 3. luego multipligue por 2
2. Duvida entre 7, después reste 4

3. Reste 3, luego eleve al cuadrado

4. Sague la raiz cuadrada, sume &, luego multipligue por 1

58 ® Exprese la funcidn (0 regla) en palabras.

=4 x
£ fx) = = 6. glx) = 3 4
7. hix) =2+ 2 B oHx)= VWx+2

9-10 ® Trace un diagrama de madguing para la funcidn.

9, flx) = Vz=1 10, fx) = :
=

11=12 ® Complete la tabla
1L fx) = 2{x - 1) 12, g{x) = |22+ 3|

[ f(x) « | gl

Lad 3 et P
m—l:lluula

13-20 ® Evalie la funcidn en los valores indicados.

1. Ax) =2« + 1y
f1). f{=2). £(3). fla). f(—a). fla + &)
4. fix) =1 + 2x;

£(0). £(3), f=3). fla), f{~x). f{ f)

l =x
I 4+ x’

15. glx) =
9(2). g(~2), al3). gla). gla = 1).9(~1)

1
16. hir) =1+ T:

B{LY, B =1), B2}, AlL), hix), h(%)
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21-24 = Evaliie la funcitn definida por partes en los valores in-
dicados.

six =0

.i:
2L flx) = {
T t+1 six=0

=20 A=1) flO) A1) A2Z)
e 5 six=2
22 fix) = {3.1 3 g2

f(=3). FO). F7(2). £(3). A3)

¥4+ 2x sirs =1
2L flx) = <& gi =1 x 51
| A e |
F(=4), f{=3). f(=1). £{0). K25)
3x gix <0

M flx) =35+ 1 sil=x=2

(x =2V zix>72

f{=3). f{0). £(1). F2). £(5)

Taller N°2: Dominio de la Funcion
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38.

46.

118

52,

5.

fa)=x+1
) =3—%
X
Fx) = - +x—0
Hx)=WVx+9
glx) = VT =3
Gix) = Vit -9
o W
gx) = p I S |
gla) = V' = 2= 8
xt
_Hk:' = _.-'—_
Wi =2
T
flx) = ——=

GRAFICA DE FUNCIONES

La gréafica de una funcion

Si f ex una funcidn con dominio A, entonces la grifica de fes el conjunto de
pares ordenados

{(xf(x)) | x € A}

En otras palabras, la grifica de f es el conjunto de los puntos (x. y) tales que
= f{x); es decir, la grifica de f es la gréfica de la ecuacion v = fix).

37-58 B Epcuentre ¢l dominio de la funcidn.
37, fix) =2z
3 flx)=2% -=1=x=35
. fixy=x="+1, 0=x=5
|
41. flx) = —
xo=3
x+2
43. fix) =
o=l
45 flx) = Vx-5
4. fii) = Vi—-1
49, hix) = V2 -5
V24
5l gix) = -
=%
53, glx) = Wi = Ay
3
55. flx) = —
Wx-—4
{x+ LY
51 fla) = ———=
W2k —1
%
{x, Flx))
i_' Ll
o 1 2 ¥
Figura 1
La altura de Ia grifica arriba del punto x
es el valor de f{x).

La grifica de una funcidn f da un cuadro del comportamiento o “historia de vida™
de la funcidn. Se puede leer el valor de f(x) de la grifica como la altura de Ia grifica
arriba del punto x {véase figura 1).

Una funcién f de la forma f{x) = mx + b se lama funcién lineal porque su gri-
fica es la de la ecuacidn v = mx + b, que representa una recta con pendiente m y
v-ordenada al ongen b. Un caso especial de una funcion lineal se presenta cuando la
pendiente es m = 0. La funcién f{x) = b, donde b es un determinado mimero, se
llama Muncion constante porque todos sus valores son el mismo nimero, a saber, b.
Su grifica es la recta horizontal y = b. En la figura 2 se muestran las graficas de la
funcién constante f{x) = 3 y la funcién lineal f{x) = 2x + L.
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Vi
4+ y=3
v 2y + ]
74
2 0 "3 4 6 x .
Figura 2 La funcidn constante fiv) = 3 La funcidn lineal fi2x=- |
Ejemplo 1 Graficacion de funciones %
Trace las grificas de las siguientes funciones.
a) flx) =x° b} g{x) = x? c) hix) =
Solucion Primero se construye una tabla de valores. Luego se grafican los pun-
tos expresados en la tabla y se unen mediante una curva lisa para obtener la grifica.
Las grificas se bosquejan en la figura 3.
X fx) = x° X glx) =% | = hix) = Vi
0 0 0 0 0 0
x4 | L a ! 1
*1 I I 1 2 V2
*2 4 2 8 3 V3
+3 9 -1 -t 4 3
=1 -1 5 V3
-2 —3
¥ h
¥ =X
T 22 4.2
2 1 1)
L o r|_1]_ _III ‘ 3 X 0 ]I I ; : : A
—2,—8|
Figura 3 4) fiv)= by gixt=x* e} hix) = yx B
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Bs Ejemplo4 Halle el dominio y el rango de una gréfica

—
2

a) Use una calculadora de graficacion para trazar la grifica de f(x) = V4 — %

b) Halle el dominio y el rango de f.

Solucion

a) La grifica se muestra en la figura 7.

Rango = [Q]
Figura 7
Grifica de f{x) = V4 — ° 2

T —
Dominio = P-2]

b} De la grifica de la figura 7 se ve que el dominio es [—2, 2]y el rango
es[0,2] ]

Graficacion de funciones definidas por partes

Una funcién por partes se define mediante fdrmulas distintas en diferentes partes de
su dominio. Como se podria esperar, la grifica de tal funcidn consiste en lrozos se-
parados,

Ejempla5 Grafica de una funcion definida por partes

Bosqueje la grifica de la funcién

fx) = {r' six =1

2r+ 1 six>1

Solucion Six= |, entonces fix) = x°, asi gue la parte de la grificaala
izquierda de x = | coincide con la grifica de v = x°, que se bosquejo en la figura 3.
Six = |, entonces f(x) = 2x + 1, de modo que la parte de la grifica a la derecha

2017 2018 2019
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En muchas caleuladoras de graficacion,  de v = | coincide con la recta y = 2x + 1, que se grafica en la figura 2. Esto per-

mite trazar la gréifica en la figura 8.
El punto sélido en (1. 1) indica que este punto estd incluido en la grifica: el
punto abierto en (1. 3) indica que este punto estd excluido de la grifica.

afica de la figora 8 se paede pro-
ducir por medio de fusciones logicas
en la calculadora. Por ejemplo, en la
TI-83 la siputente ecuacién da la

erifica requerida: Vi

Yy =(X=1DX"Z+ (X>1)(2X + 1) T

/ T Fx) = 2¢41

ﬂ*;*“‘! -+ CEE
six=]

Figura 8 : ]_:_/

5

\

- x six=1 ' o] |
| flx) = A ! :
-1 Zx+1 six>1
(Para evitar la linea vertical extrafia en-
tre las dos partes de la grifics, ponga la . Ejempla 6 = Grafica de la funcion valor absoluto
cilculadory en el modo Dot (punto).) : :
Trace la grifica de la funcidn valor absoluto f(x) = | x|.

Solucion Recuerde que

| X six =10
x| = :
—x six=<0

Con el mismo método del ejemplo 5, se nota que la grifica de f coincide con la
recta y = x a la derecha del eje v y coincide con la recta v = —xa la izquierda del
eje v (véase figura 9).

Figura 9
Grifica de f{x) = | x|

=
-

La funcidn miéximo entero se define por

] = méximo entero menor que o igual a x

Por ejemplo, [2] = 2. [2.3] = 2.[1.999] = 1, [o.002] = 0, [-3.5] = —4.
[-05]=-1

Ejemplo 7 Grafica de la funcion maximo entero
Bosqueje la grifica de fix) = [|x].
Solucion La tabla muestra los valores de f para algunos valores de x. Note que

fix) es constante entre enteros consecutivos de modo que la grifica entre enteros es
un segmento de recta horizontal como se muestra en la figura 10,
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x Il i ;
A 1 -7 4 —i
-I=x< 0| -1
O=sx< 1 0 1+ #—a
l=x< 2 1 : s
2=x< 3| 2 R
: —
—_— S
Figura 10
La funcidn miximo enfzro, v = l!.H ]

La funcién méximo entero es un ¢jemplo de una funcién escalén. En el ejemplo
siguiente se da un ejemplo del mundo real de una funcidn escalén.

Ejemplo 8 La funcion costo para llamadas telefonicas
de larga distancia

El costo de una llamada telefonica diuma de larga distancia desde Toronto a
Mumbai, India. es 69 centavos para el primer minuto y 58 centavos por cada minu-
to adicional (o parte de un minuto). Dibuje la grifica del costo C (en dolares) de la

c llamada telefonica como una funcién del tempo 1 (en minutos).
T e Solucion Sea C[r) el costo por ¢ minutos. Puesto que ¢ = 0, el dominio de la
| — funcion es (0, oc). De la informacidn suministrada, se tiene
It Clt) = 0.69 sil<<r=1
5 1 b - Clt) = 0.69 + 0.58 = 1.27 sil<t=2
Clt) = 0,69 + 2(0.58) = 1.85 si2<<t=3
Figura 11 C{t) = 0.69 + 3{0.58) = 2.43 sid<i=4

Costo de una Hamada de larga
distancia y asi sucesivamente. La gréfica se muesira en la figura 11, ]
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Prueba de la linea vertical

La prifica de una funcion es una curva en el plano v Pero surge la pregunta: ;qué
curvas en el plano xy son grificas de funciones? Esto se contesta mediante la prueba
sigulente.

Prueba de la linea vertical

Una curva en el plano coordenado es 1a grafica de una funcion si y solo si
ninguna linea vertical corta la curva mis de una vez.

Se puede ver de la figura 12 por qué es cierta la prueba de la linea vertical. Si cada
linea vertical ¥ = g corta una curva solo una vez en (a, b}, entonces f(a) = b define
exactamente un valor funcional. Pero si una linea x = a corta 1a curva dos veces en
(@, B) v en (a, ¢), entonces la curva no puede representar una funcidn porgue una
funcién no puede asignar dos valores diferentes para a.

A Vi

{ax, B / ¥ b)

x 0 at x

1
L

Grifica de una funcidn Mo es una grifica de una funcion

Figura 12
Prueba de la linea vertical




Irl INSTITUCION EDUCATIVA YERMO Y PARRES SER MEJOR

Resolucién 16322 del 27 de noviembre de 2002 Nit 811018723-8

2017 2018 10"

Algunas funciones y sus graficas

Funciones lineales ¥ ¥
fix)=mx + b
—
b
X F & :
Ffixi=h fixi=mx + b

Funciones exponenciales

fix}=x"

flx) =" i) = x* flx) =3

Funciones de raiz
fix}=4x

Funciones reciprocas

[N

Ax)= % )= ll
Funcion valor absoluto " Funcién entero méaximo .
flx)=|x| flx) = Ix] ok
: '_:—.n
‘ AT ¢
fa) = |x]| I Flxh =[x]

Taller N°3: Graficas de Funciones construyendo tabla de valores
Realizar los ejercicios:1, 4,11,19,22
Taller N°4: Graficas de Funciones

Realizar los ejercicios:23,24,25,26,42
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1-22 ® Trace la grdfica de la funcitn construyendo primero una

tabla de valores,
L fix}=2 2 flx) =
I fix) =2r—4 4 flx)=6 - 3

5. fix)==x+4+3, -3=x=13

=3
6. fli)=—— 0=x=5
’ 2
7. flx) = —x 8 flx)=x" -4
9. glx)=x" -8 10 glx) = 4x* — x*
1. g{x) = Vi + 4 12. g(x) = V—x
1 1
13. Flx) = — 4. Fx) = ——
’ x x+4
15, Hix) = | 2x| 16. Hix}) = |x + 1|
17. Glx) = |x| + x 18. Gix) = |x| = x
19, f(x) = |2x -2 20. f(x) = ﬁ
X
5 2 |.'|.|
21 gix) = = 22, g(x) =—
x” 8. o

23. Se da la prifica de una funcion fi.
al Determine b —2), MO}, h(2) y h(3).
b) Halle el dominio y ¢l rango de h.

i\ 2 i

Y i

N r
- | WA 3 ¢

24. Se da la grifica de una funcidn g.

a) Determine g{—4), g{=2), g{0), g{2} y e(4).
b) Halle el dominio v el rango de g.
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dan las grificas de las funciones fy g.
a) Cudles mis grande, f{0) o g(0)?
b) ;Cudl es mds grande, f{—3) og(=3)7

¢) ¢ Paraqué valores de xes fx) = glx)?

¥

I

26. Se dala grifica de Ia funcidn f.
a) Estime f{0.5) al décimo més préximo.
b) Estime f{3) al décimo muds proxime.

¢)  Encuentre los ndmeros x en el dominio de § para los

gqoe flx) = L

-
&=

4
L

Eﬁ 27-36 ® Se tiene una funcicn £,
a) Emplee una calculadora de graficacidn para trazar la gréifica

de f.

) H..-llj;e &l dominio v el rango de f a partir de 1a grafica.
27. fix) =x— 1 28 flx) =2{x + 1)
29, flx) =4 3. flx) = -1

3L flx) =4 — &? A= +4

33 )= Vie- ¢ M. ffx) = -V -2
3B f)=vi-1 36 fix)=vVi+2

37-50 ® Bosqueje la grafica de la funcidn definida por panes.

. flx) = {

0 six=<2

1 six=2
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; 1 sixs1
MR {.!. + 1 six>]
J.'l six=<2
Al > lx=1 siz=2
; {l r gir< =2
40. flx) = 1'71 S
s gl.X = 2
4L [x six=0
IR =41 dr>0
P Jll 3 iy |
LI =qa -y six=-1

43, f(x) =

n i1 h [ !.ll L)

La grafica sube desde el punto A al punto B, baja del punto B al punto C, y vuelve a subir de
C aD. Se dice que la funcidn f es creciente cuando su grafica sube y decreciente cuando la su
gréfica baja.

f es creciente en [a, b] y [c, d]

f es decreciente en [b, c]
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Se tiene la siguiente definicion.

Definicion de funciones crecientes y decrecientes

1 es creciente en un intervalo J si f{x ) < f(x:) siempre que x; < vzen [

1 es decreciente en un intervalo I si f{x;) = flx) siempre que x; < x;en [l

e fixs) Fixh !
VFled | i AL
e ke P . e SE i
o X X3 x 0 x X x
fes creciente Jes decreciente

Intervalos en los que una funcion crece
y decrece

Ejemplo 1

La grifica de la figura 2 da el peso W de una persona a la edad x. Determine los in-

tervalos en los que la funcién Wes creciente y en los que es decreciente.

W ilb)
200 T
150 1
100
50+
Figura 2 bt bbb
Peso como una funcidn de la edad O] 10 20 30 40 50 60 70 B0 x(abo)

Seolucion La funcidn es creciente en [0. 25] y [35, 40]. Es decreciente en [40,
50]. La funcion es constante (nil creciente ni decreciente) en [25, 35] y [50, 80].
Esto significa que la persona gand peso hasta la edad de 25 anos, luego gand peso
de nuevo entre los 35 y 40 afios. Perdio peso entre los 40 y 5() afos.
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Ejemplo2 Uso de una grafica para hallar intervalos %
donde la funcion crece y disminuye

23

a) Trace la grifica de la funcion f(x} = x*
b) Halle el dominio ¥ el rango de la funcidn.

¢) Encuentre los intervalos en los que f crece y disminuye.

Solucién
Algunas calculadoras de graficacidn, a) Se emplea una calculadora de graficacidn para trazar la grifica de la higura 3.
e 1 aldan w30t . o - 1
como Ly TI-82, no evaldan =" [intro- b) De la grifica se observa que el dominio de fes B v el rango es [0, o).
ducida como o{2/3)] pura 1 negativa e B 5 ; =
A i ; c) De la grifica se ve que f es decreciente en (—oo. 0] y creciente en [0, oo). ]
[I'.[.l graflcar uim Iemcion Comie = '
fix) = 127 se introduce como
¥ (21 /302 porgue estas calcu- (1]
ladoras evalion de maners cormecta
potencias de la forma 2”1 /a). Las
calculadoras mds recientes. como la
TI-83 v la TI-86, no tienen este
probléma.

|
Figura 3 -20 1 20
Griifica de f{x) = x™° —]

Taller N°5: Funciones crecientes y decrecientes

14 = Se da la grafica de una funcidn, Determine los intervalos
en los que la funcidn es a) creciente y b) decreciente.

1. ¥ 2.

Ny

et
HEE  Hi

-

]
=]

-
-
=

e

_‘C:

by

3 ¥ 4. |"|'I.
NI ] i"“/‘:\:
ERELC r 1AV =

HELA 1

Transformaciéon de funciones

Desplazamiento vertical
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Sumar una constante a una funcion desplaza su gréfica en direccion vertical: hasta arriba si la
constante es positiva y hacia abajo es negativa.

Desplazamientos verticales de graficas

Suponga que ¢ = (),

Para graficar v = f{x) + ¢, desplace ¢ unidades hacia arriba la grifica
de y = f(x).

Para graficar v = f(x) — ¢, desplace ¢ unidades hacia abajo la grifica de
¥y = flx).

/
4

0 _1_ i | o

y = fix)+ ¢

Ejemplo1 Desplazamientos verticales de graficas

Use la grifica de f(x) = x° para trazar la gréifica de cada funcién.
a) glx) =x"+3 by hix) = —2
W o ﬂ{ﬂ] =x 4 3
fx) =
h{x) = x5 -2

Ejempla2 Desplazamientos verticales de graficas

Use la grafica de f(x) = x3 — 9x, para bosquejar la grafica de cada funcién.
a) g{x) =x'— 9+ 10 by h{x) = x* — 9x — 20

Solucion.
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fr) = = S

A

A x

g} =% =5 410
—30

hi)=x>= o= 20

Desplazamiento horizontal

Suponga que se conoce la grafica de y= f(x), ;Como se emplea para obtener
las graficas de:

y=f(x+c) y=f(x-c), (c>0)

Desplazamientos horizontales de graficas

Supdingase que ¢ > 0.
Para graficar vy = f(x — ¢, desplace la grificade v = f{x) aladerechac

unidades,
Para graficar vy = f(x + ¢), desplace la grifica de v = f{x) ala izquicrda
¢ unidades.
¥k Vi
- y = fg — ) ’
: ¥= flx + ¢}
y = fix) N

y = fix}
! L

u// 1 u/ X

Ejempla 3 Desplazamientos horizontales de graficas

Use la grifica de f(x) = x” para trazar la grifica de cada funcién.
a) g(x) = (x + 4)* b)Y h{x) = [x — 2)*
Solucidn

a) Para graficar g, la grifica de f se desplaza 4 unidades a la izquierda,

b} Para graficar b, la grifica de f se desplaza 2 unidades a la derecha,
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Solucion

a) Para graficar g, la grifica de f se desplaza 4 unidades a la izquierda.
b} Para graficar b, Ia grifica de f se desplaza 2 unidades a la derecha.
Las grificas de g v h se bosquejan en la figura 3.

T A

ali) = {x+4:f ) = hii) = {x—Zf

Figura 3

Ejemplo4 Combinacion de desplazamientos horizontales
y verticales

Bosqueje la grificade f(x) = Vx — 3 + 4.

Solucién Se empieza con la grifica de v = Vi

fix) = Vx — 3 + 4 mostrada en la figura 4.

Vi )= o [T

Figura 4

Reflexion de graficas
Suponga que conoce la grafica de y = f(x). Para obtenerla grafica de

y = —f(x).es el negativo de la coordenada y del punto correspondiente de
y = f(x), por ejemplo (2,3) sera (2,-3), su reflejo es el eje x

Para graficar y = f(—x) es, el negativo de la coordenada x, de y = f(x), por
ejemplo (3,5) sera (-3,5). Su reflejo el eje y.
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Reflexion de graficas

Para graficar v = — f(x), refleje la grifica de v = f(x) en el gje x.
Para graficar v = f{—x), refleje la grifica de v = f(x) en el gje v.

¥ = flx)
¥ = fix]

¥ = —fix) o= ff—yp)

= Y r=sea| )

Ejemplo5 Reflexion de graficas
Trace la grifica de cada funcion
(a) f(x) = —-x* by glx) = vV=x

Solucién

a) Se empieza con la grafica de v = x*. La grifica de f{x) = —x” es la grifica de
Figura 5 y = x” reflejada en el eje x (véase figura 5).

b) Seiniciaconla grificade y = v {ejemplo lic)en la seccidn 2.2). La grifica
de g(x) = V—tesla grificade v = Vi reflejada en el gje v (véase figura 6).
MNote que el dominio de la funcidn g(x) = V—xes{x| x = 0}

Figura &

Estiramiento y acortamiento vertical
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Suponga que se conoce la grifica de v = f(x). ;C6mo se usa para obtener la grifica
de v = ¢f{x)? La coordenada v de ¥ = cf{x) en x es la misma que la coordenada v
correspondiente de v = f{x) multiplicada por ¢. Multiplicar las coordenadas v por ¢
tiene el mismo efecto de alargar y acortar verticalmente la griafica por un factor de ¢

Estiramiento y acortamiento vertical de graficas

Para graficar y = cf(x):
Si¢ = 1, alargue verticalmente la grifica de v = f{x) por un factor de .

Si 0 = ¢ = |, acorte verticalmente la griffica de v = f(x) por un factor de c.

¥k
¥ ='¢ 1)
A - -
0\ x
¥ = fix]
c =1 0 =c =<1
fix) =t Ejemplo 6 Estiramiento y acortamiento vertical S
aix) = 3 de graficas
Use la grifica de f(x) = x* para trazar la grifica de cada funcion.
. a) glx) = Ia” b} hix) =1
hi(a) = zx* 2
(=3 Solucion
tl LN ': a) La grifica de g se obtiene al multiplicar la coordenada v de cada punto sobre la
grifica de f por 3. Es decir, para obtener la grifica de g se alarga la grifica de

f verticalmente por un factor de 3. El resultado es la pardbola més estrecha en
Figura 7 la figura 7.

b} La grifica de / se obtiene al multiplicar la coordenada vy de cada punto sobre la
grifica de f por {. Es decir, para obtener la grifica de fi se acorta verticalmente
la grifica de f por un factor de §. El resultado es la paribola més amplia en la
figura 7. a
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Ejempla7 Combinacion de desplazamiento,
estiramiento y reflexion

Bosqueje la grifica de la funcién f{x) = 1 — 2(x — 3)%
Solucion Comenzando con la grifica y = x°, se desplaza primero a la derecha
3 unidades para obtener la grifica de v = {x — 3). Luego se refleja en el gje x y se
alarga por un factor de 2 para obtener la grifica de y = —2(x — 3)*. Por iiltimo,
se desplaza | unidad hacia arriba para obtener la grifica de f(x) = 1 — 2{x — 3)°
mostrada en la figura 8.

y=(:=3F

L

f(x) =1—2(x —3F

Figura 8 VEHR =

Alargamiento y estiramiento horizontal
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Ahora abordaremos el acortamiento y alargamiento horizontal de graficas. Si se co-
noce la grifica de v = f{x), entonces ;como se relaciona la grifica de v = flcx)con
ésta? La coordenada v de v = flex) enxes la misma que la coordenada y de v = f(x)
en cx. Asi, las coordenadas x en la grifica de v = f{x) corresponde a las coordena-
das x en la grifica de vy = f{cx) multiplicadas por ¢, Considerado de otro modo, se
puede observar que las coordenadas x en la grifica de v = flex) son las coordenadas
x en la grifica de y = f{x) multiplicada por 1/c. En otras palabras, para cambiar la
prificade v = fi{x)alagrificade v = f(cx), se debe acortar (o alargar) la préfica ho-
rizontalmente por un factor de 1/¢, como se resume en el cuadro siguiente.

Acortamiento y alargamiento horizontal de graficas

La grifica de v = flex):
Si ¢ = 1, acorte la grifica de v = f(x) horizontalmente por un factor de 1/c.

8i0 = ¢ < |, alarpoe la grifica de v = f{x) horizontalmente por un factor
de 1/e.
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Ejemplo 8 Alargamiento y acortamiento horizontal de graficas
La grifica de y = f{x) se muesira en la figura 9. Trace la grifica de cada funcién.

a) y = f(2x) b) ¥ = fl3x)

Figura 9
v = flx)

Solucion Con base en los principios descritos en el cuadro precedente, se ob-
tienen las grificas mostradas en las figuras 10y 11.

=
b [
i
s

Figura 11

Figura 10
P = f[%.l.] [

¥ = f(2x)

Funcion par e impar

Si una funcion f satisface f(-x) = f(x) para todo nimero x en su dominio, entonces f se
llama funcion par. Por ejemplo, la funcién

f(x) = x2,es par por que f(—x) = (—x)? = x?
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La grifica de una funcidn par es simétrica con respecto al eje y (véase figura 12). Es-
to significa que si se ha trazado la grifica de fpara x = (), entonces se puede obtener
Ia grifica completa simplemente reflejando esta porcion en el eje v.

8i f satisface f{—x) = —f{x) para todo niimero x en su dominio, entonces f se
llama funcién impar. Por ejemplo, la funcidn f(x) = x* es impar porque

fl—x)=({—xP = (1P = —x = —f(x)

La grifica de una funcidn impar es simétrica con respecto al origen (véase figura 13). 51
se ha trazado la grifica de f para x = 0, entonces se puede obtener la grifica completa

L
¥ flr)=x'
fx) = x* .
; - =

— = L - n T ¥

: 0 X ¥
Figura 12 Figura 13
Ffx) = &7 es una funcidn par. flr) = 2" ex una funcién impar,

51 se gird esta porcidn 180° respecto al origen. (Esto es equivalente a reflejar primero
en el eje x luego en el gje v.)

Funciones par e impar

Sea f una funcion,
fesparsi f{—x) = f{x) para toda x en el dominio de f,
f es impar si f{—x) = —f{x) para toda x en el dominio de f

b ¥y
A== T flx) . Flx |h
-y Q / X X A=) ] X
La gréfica de una funcidn par La grifica de una funcidn impar es

es simétrica con respecto al eje y. simétrica con respecto al ongen,
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“Determine si las funciones son par, impar o ni par ni impar.
a) f(x) =2’ +x b) g(x)=1-x* ¢} h(x) =2x—x*
Solucion
a) f(—x) = (=x)* + (~x)
=—x—x=—(x*+1x)
= -1

Por lo tanto, f es una funcién impar.
b) g(—x) =1—(=x)*=1—x"=g(x)
Por lo tanto g es par.

c) h(—x)=2(=x) — (—x)*= —2x — x°
Puesto que i(—x) # h(x) y i{ —x) # —h(x), se concluye que h no es par ni
impar, =

Las graficas de las funciones del ejemplo 9 se muestran en la figura 14. La grifi-

ca de f es simétrica respecto al origen, y la gréfica de g es simétrica con respecto al
eje v. La grafica de / no es simétrica respecto al eje y o al origen.

(=]
w
J
wn

25 fixl=x a2+

/] T

23 -2.5 gixi=1-x' -2.35
Figura 14 a) b) ¢)

Taller N 6: Transformacion de Funciones

Realizar los siguientes ejercicios: 6,8,12,17,20.

Rnconeciniento
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1-10 ® Supongs que se da la grifica de £ Describa como se 14. LY
puede obtener la grifica de cada funcidn a partir de la grifica I
de f.
L. a) v=Hx) -5 b y=flxr—35) -
Z.a)v=Fflx+7) B oy=flx)+7
3.8) y=flx+3) b) y=flx) +3 :
4. a) v = —flx) b yv=f{-x)
5 a) v==2f(x) b v= —1f(x)
6.a) y=—flx) + 5 b v=73f{x) -5
T.8) v=flx—4) +13 by yv=f{x4+4)-3 15. ¥ I
B.a) y=2f{x+2} -2 b v=2fx—-2)+2 i
9. @) v = f(4x) B v=flk) T T T oAm=y7
1 a) v = —f(2x) b) v=f{2z) -1 i .
N 1
11-16 ® Se dan las prificas de f y g. Encuentre una formula “'"-..__H_i
para la funcién ¢. =
1L ¥ I
E\': | 'nt' .fJ I '.!a'
| | 1. ,
yIlTIMTUIT W |}‘
| H& j E }i. -—r 'Aj J--i/
fixi N A V] fixjl= =
B R, W o
0 x d
| 1/ \
| ¥ a\
1 i
12, . H-M
: i : 17-18 m Sedala grifica de v = f(x). Compare cada ecuacion
T ’/ _"I ' = con sugrﬁﬁua_
2 |.J ‘!: E 17. 8) v = flx — 4) by v = f{x) + 3
c) ¥y = 2f{x + 6) d) v = = fl2x)
j=(/t1 1i X
| &
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18. a) v = Lf{x) b v=—flv+4)
) v=flx—4)+ 3 d) v = fl—x)

19. Se da la grifica de f. Bosgueje las grificas de [as siguientes

funciones.

a8l y= flx=12) b} y= fix) =2
) ve=2fx) d) v= —fle) + 3
e} v= f{-=x) fi v=3f{x- 1)

2. Se dala grifica de g. Bosqueje las grificas de las siguientes
funciones.

a) ve=glx+ 1) b} v = —g{x + 1)
) v=gix—2) d} v=glx) = 2
e v=—=glx) + 2 f} v = 2g(x)

| dil

i & & 5[

| 1IN

|

[ 1/ 0] 1 X

M

Funciones cuadraticas: maximos y minimos
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Un valor médximo o minimo de una funcidn es el valor més grande o méds pequeiio de

la funcidn en un intervalo. Para una funcién que representa la ganancia en un nego-

cio, se estaria interesado en el valor miximo; para una funcidn que representa la can-

tidad de material en un proceso de manufactura, se estaria interesado en el valor

minimo. En esta seccion se aprende como hallar los valores miéximo y minimo de

funciones cuadriticas y otras.
Grafica de funciones cuadraticas usando la forma estandar
Una Funcion cuadratica es una funcion f de la forma
f(x) = ax? + bx + ¢, donde a, b, ¢c son nimeros reales y a # 0.

En particular. Si se toma a =1 y b=c=0, se obtiene la funcion cuadratica simple

f(x) = x?

Forma estandar de una funcién cuadratica

Una funcidn cuadritica f{x) = ax® + bx + ¢ se puede expresar en la forma
estandar

fix)=alx— AP+ &

completando el cuadrado. La grifica de f es una paribola con vértice (h, k);
la pardbola se abre hacia arriba si @ > () o hacia abajo si g < 0.

¥ ¥

Vertice (h.k)

f & =
L Vértice {h. k) m
T
: % 0 I
0 h *

flul=alx =+ La>0 fivl=alx—=h*+k a=<0
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Ejemplo1 Forma estandar de una funcion cuadratica
Sea f(x) = 22 — 12x + 23.
a) Exprese f en la forma estandar.

b) Bosqueje la grifica de f.

Solucian
En la seccidn 1.5 se explica como a) Puesto que el coeficiente de x° no es 1, se debe factorizar este coeficiente a partir
complétar el cuadrado, de los términos relacionados con x antes de completar el cuadrado.

fx) =2x>— 12x+ 23
=2(x* — 6x) + 23

=2(x* — 6x + 9) + 23 — 2.9

w

flx) = 2{

=2(x—3)2+5
El vértice 65 (3,5)
La forma estindar es f(x) = 2(x — 3)> + 5.

b) La forma estindar indica que la grifica de f se obtiene tomando la pardbola
v = x°, desplazdndola 3 unidades a la derecha, alargdndola por un factor de 2 y
moviéndola 5 unidades hacia arriba. El vértice de la pardbolaestien (3.5) v la
paribola abre hacia arriba. La grifica se bosgueja en la figura 1 después de no-
tar que ¢l intersecto v es f{0) = 23.

flx)=2x =3+ 5

Figura 1 T IR T 1
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Valor maximo o minimo de una funcion cuadratica

Sea f una funcidn cuadritica con forma estindar f{x) = a(x — h)* + L El
vilor miximo o minimo de f ocurre enx = i

8i a = 0, entonces el valor minimo de fes f{i) = &
8i g < 0, entonces el valor miximo de fes f(h) = &
v ¥

¥ ]

k -
| /’\
Minirno |
: 0 i ¥
0 i X

fix) = alx — K k.a = Fix) = alx — hF+ Lo

Ejemplo2 Valor minimo de una funcion cuadratica &
Considere Ia funcidn cuadritica fix) = 5x° — 30x + 49.
a) Exprese f en la forma estindar.
b) Bosqueje la grifica de f.
fx)=5x—32 + 4 c) Halle el valor minimo de f.

Solucion

a) Para expresar esta funcion cuadritica en la forma estindar, se completa el
cuadrado.

flx) =522 — 30x + 49
= 5{x" — 6x) + 49
=5 —fr+9)+49— 5.9

=5(x—3)7+4

0

3 3 b) La grifica es una paribola que tiene su vértice en (3, 4) y abre hacia arriba,
como se bosgueja en la figura 2.

Figura 2 c) Puesto que el coeficiente de xles positivo, f tiene un valor minimo. El valor
minimo es f(3) = 4. o
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Ejemplo3 Valor maximo de una funcion cuadratica
Considere la funcién cuadritica fix) = —x* + x + 2.

a) Exprese fen la forma estindar.

b) Bosqueje la grifica de f.

¢) Encuentre el valor miximo de f.

Solucién
a) Para expresar esta funcion cuadritica en la forma estindar, se completa el
cuadrado.
y=—x +x+2
=—(x—x)+2 Factorice -1 de los términos an «
L eLE & DFE 0T SUme 3
== —I:.L': S _,:| Foa'— |:'_|]|',__ lentra dal parditasis, rasta
{ I fuera
=_{l_{]1+% ‘ eyl e

b} De la forma estindar se puede observar que Ia grifica es una paribola que abre
hacia arriba y tiene vértice (%, ). Como ayuda para trazar la grifica, se encuen-
tran las intersecciones. La interseccidn v es f{0) = 2. Para hallar las intersec-
ciones con x, se establece f{x) = 0y se factoriza la ecuacidn resultante.

—x+x+2=0
[t —x—2)=0

~(x—2)x+1)=0

Asi, las intersecciones x son x = 2y x = — 1. La grifica de f se traza en la figura 3.

Figura 3
Grificade f(x) = —x" + 1 + 2

5 7 2 o o
c) Puesto que el coeficiente de 1~ es negativo, f tiene un valor miximo, gue es

fG) =% .
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Expresar una funcion cuadritica en la forma estindar ayuda a bosquejar su grifi-
ca asi como a hallar su valor miximo o minimo. 8i se estd interesado sdlo en hallar
el valor miximo o minimo, entonces hay una férmula para hacerlo. Esta fdrmula se
obtiene completando el cuadrado para la funcidn cuadritica general como sigue:

fix} =ax®+ bx+ ¢

; ) b .
=gl x* 4+ =x + Factarics 8 de |08 Termiinos af x
i

( I + - ) b’ \,l sume — dentos del parsntesis
i N e 2 el ey L e | W e
; a 4a* da-, i R
( b )3 b’ .
=0l X+ =— - — BETOrice
2a da
Esta ecuacion estd en la forma estindar con h = —b/(2a) v k = ¢ — bY/(4a).
Puesto gue el valor miximo o minimo ocurre en x = h, se tiene el resultado si-

guicnte.

Valor maximo o minimo de una funcion cuadratica

" e # o+ . o :
El valor méximo o minimo de una funcidn cuadritica f(x} = ax + bx + ¢
OCUITE &0
b

T _E

Sia = 0, entonces ¢l valor minimo es J"(— ;—) g
2a

Y
Sia < 0, entonces el valor maximo es j'(—_l—).
2a

Taller N 7: Funciones cuadraticas: maximos y minimos

Realizar los siguientes ejercicios: 1,3,5,13,17.
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1-4 ® Sedala grifica de una funcidn cuadritica.
a) Determine las coordenadas del vértice.

b} Halle el valor miximo o minimo de f.

L fix) =-x*4+6x -3 L f(x)=-4-2x+46 Afix)y=2" - da =1 d fix) =30+ 6 =1

T AN

| |
- AV T
| WEL A EER
] / X1 Ejfl}\ ’r:'_ S O
| |

SN ANEEERUNE

5=1% ® Se douna funcidn cuadritica.
a) Exprese la funcitn cuadritica en 1a forma estdndar.
b} Halle su vériice y sus inlersectos x v v

¢} Bosgueje su grifica

5 f{x) = e bix 6. flx) = + B
7. flx) = 2 + 6 B. fix) = =2+ l0x
D, fla)=x"+ 4+ 3 0. f{x)=x"=2x+2

1L f(x) = = + 6 + 4 1L flx)= =" = 4x + 4
13, fix) =3t + dr+ 3 14, flx) = =3 + fx = 2
15, flx} = 25* = 20x + 57 6. fix) =2+ 3 -6

17. flx) = —44° 16c+3 18, flx) =67 + 12— §

ACTIVIDADES Y ESTRATEGIAS:

Las clases son fundamento para la comprension de los conceptos,
realizar los talleres propuestos en clase y en casa, dedicar el tiempo para
estudiar.

Poder compartir dentro de las clases, cono los compaiieros y generar
espacio para que puedan preguntar.

Libros que pueden usar para estudiar.

https://tecevolucion.files.wordpress.com/2018/01/matematicas-11c2ba-vamos-a-aprender.pdf
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RECURSOS MATERIALES:

Precalculo, James Stewart, Lothar Redlin, Saleem Watson Quinta
edicion.
Guia didactica

Libro virtual

https://tecevolucion.files.wordpress.com/2018/01/matematicas-11c2ba-vamos-a-aprender.pdf

videos.

https://www.problemasyecuaciones.com/funciones/polinomica/problemas-resueltos-funcion-
constante-lineal-cuadratica-cubica-cortes.html

EVALUACION:
Talleres individual y en grupos.

Evaluaciones para revisar los conceptos si fueron comprendidos y
aprendidos.

La actitud de los estudiantes en las clases, su puntualidad, presentar las
excusas cuando falten a clase.



https://tecevolucion.files.wordpress.com/2018/01/matematicas-11c2ba-vamos-a-aprender.pdf
https://www.problemasyecuaciones.com/funciones/polinomica/problemas-resueltos-funcion-constante-lineal-cuadratica-cubica-cortes.html
https://www.problemasyecuaciones.com/funciones/polinomica/problemas-resueltos-funcion-constante-lineal-cuadratica-cubica-cortes.html
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